KHBL TD 11 : Variables a densité (2) 2025-2026

* *
Exercice 1 Voir correction —

Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre 2. Calculer P(4X < X2 + 3)

*
Exercice 2 Voir correction —

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [~10;10]. Calculer P(% > 5).

*
Exercice 3 Voir correction —

Soient a et b deux réels fixés.

1) Montrer que si X suit la loi uniforme sur [0, 1], alors Y = aX + b suit une loi uniforme, on précisera la fonction de

densité de Y.
2) Montrer que si X suit la loi normale A(0,1), alors Y = aX + b suit une loi normale que I'on précisera.

*
Exercice 4 Voir correction —

Soit X une variable aléatoire & densité suivant la loi A(0,4). On pose Y = | X]|.
1) Justifier que Y est une variable & densité et préciser une densité de Y.
2) Déterminer l'espérance et la variance de Y.

*
Exercice 5 Voir correction —

Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1] et A un réel strictement positif.
On pose V = —% In(1 — U) et on admet que V est une variable aléatoire.

1) Calculer P(V < z) pour tout réel z.
2) En déduire que V est une variable aléatoire & densité et préciser une densité de V

*
Exercice 6 Voir correction —

Soit Y une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre A > 0 et soit L € R7.. On s’intéresse a la variable

Y
aléatoire discrete X définie par X = [L-‘ ou [z] désigne le plus petit entier k tel que x < k (partie entiére supérieure).

1) Quel est ’ensemble des valeurs prises par X 7
2) Montrer que X suit une loi géométrique dont on précisera les parametres.
3) Peut on choisir L pour que X et Y ait la méme espérance ?

*
Exercice 7 Voir correction —

0 siz <0
On considére la fonction f définie sur R par Vo € R, f(z) = N
ze ™/2 siz>0

1
2

) Montrer qu'il existe une variable aléatoire X telle que f est une densité de X.
)
3) Tracer 'allure de la courbe représentative de Fx
)
)

Déterminer Fx la fonction de répartition de X

4

5) On pose Y = X2 et on admet que Y est une variable aléatoire bien définie. Déterminer la loi suivie par Y.

Montrer que X admet une espérance et une variance et les calculer.

*
Exercice 8 Voir correction —

—T

e

On considere la fonction f définie sur R par f(z) = Arem2
e

1) Montrer que f est une densité de probabilité.

2) Soit X une variable aléatoire qui admet f comme densité. Déterminer la fonction de répartition de X.
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KHBL TD 11 : Variables a densité (2) 2025-2026

e’ —1
3) Soit ¢ la fonction définie par : Vz € R, ¢(x) = — nh Posons Y = ¢(X).
e
a) Mountrer que ¢ réalise une bijection de R sur | — 1, 1] et déterminer sa bijection réciproque.

b) Déterminer la fonction de répartition de ¥
¢) En déduire la loi suivie par Y.

*
Exercice 9 Voir correction —

(Loi log-normale) Soit Y une variable aléatoire suivant la loi normale de paramétres (m,o?) et soit X = e¥.

1) Montrer que X est une variable aléatoire a densité et préciser sa fonction de répartition. On dit que X suit la loi
log-normale de paramétres (m, o2).

2) En déduire une densité de X.

3) Montrer que X admet une espérance et une variance et calculer F(X) et V(X).

* X %
Exercice 10 Voir correction —

Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1]. Calculer

= /O B(max(z,U)dz ot J=E ( /0 (e, U) da:)

* X %
Exercice 11 Voir correction —

—T

-
(1+e )2

1) Montrer que f est une fonction de densité d’une variable aléatoire X. Cette loi s’appelle loi logistique standard.

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =

2) Montrer que X admet une espérance puis déterminer E[X] sans calcul d’intégrale.

U
3) Soit U < U(]0; 1[). Déterminer la loi de In (1(])

* X K
Exercice 12 Voir correction —
A iz €]0,1]
—— six €0,
(d’aprés BCE 2024) Soient A € R et g la fonction définie par : Vo € R, g(x) = (2+ )2 On suppose
0 sinon

que g est une densité de probabilité d’une variable aléatoire Z définie sur €.

1) Déterminer la valeur de A

2) Déterminer la fonction de répartition de Z.

3) On suppose que Z(§2) =]0,1] et on pose Y = Z + % On admet que Y est une variable aléatoire définie sur €.
Déterminer I’ensemble des valeurs prises par Y.

4) Déterminer la fonction de répartition de Y.

5) La variable aléatoire Y est-elle & densité? Si oui, donner une densité de Y.

* X %
Exercice 13 Voir correction —

—° sio<az<1
Soit ¢ un réel et soit f la fonction définie par f(z) =< 1+
0 sinon

1) Déterminer ¢ tel que f soit une densité de probabilité d’une variable aléatoire.

1
2) Soit X une variable aléatoire de densité f. Montrer que Y = X~ \‘XJ est une variable & densité qui suit la méme

loi que X.
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KHBL TD 11 : Variables a densité (2) 2025-2026

Le coin des Khiibes
* X %
Exercice 14 Voir correction —

(d’aprés HEC 2022) Soit ¢ un réel strictement positif. On note f l'application définie sur R par :

0 six <0
f(x) = —c2z _ 674021
rlnd

On admet que f est une fonction densité de probabilité, et on note X une variable aléatoire de densité f.

siz>0

1) Montrer que X admet une espérance et calculer sa valeur.
2) On note Y = v X. Montrer que Y est une variable & densité et préciser une fonction de densité de Y.
3) Montrer que Y admet une espérance et une variance et donner leurs valeurs.

*
Exercice 15 Voir correction —

d’aprés ENS Lyon 2025) On définit la partie entiére supérieure d’un réel x comme l'unique entier noté |x| vérifiant :
p y

[z] -1 <z <[z]

Par exemple : [1,2] =2, [4,7] =5, [7] =T.
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parametre 1.
OnposeY =[X]et Z=Y — X.

1) Déterminer la loi de Y puis calculer E(Y') et V(Y).
2) Pour tout k € N* et tout ¢t € [0, 1], calculer P((Z <t)N (Y = k)).
On définit la fonction f: R — R par :

0 sit<0
t
VtER, f(t)= sit €]0;1]
0 sit>1

3) Montrer que Z admet une densité et que la fonction f est une densité de Z.
4) Justifier que Z admet une espérance et la calculer.

5) Justifier que Z admet une variance et la calculer.
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KHBL TD 11 : Variables a densité (2) 2025-2026

Correction des exercice

Correction de I’exercice 1 : Pour tout réel z, 40 < 22 +3 <= 22 +3-42 > 0 <= (v —-4)(v+1) >0 < 1z €

] _

00; —1[U]4; 4-00].

On en déduit que P(4X < X% +3) =P(X < ~1) +P(X >4) =P(X > 4) = [ 2¢7 2" dz = 5.
Correction de 1’exercice 2 : On a:

_1/5
20
1
~ 100
Correction de I’exercice 6 :
1) Y est a valeurs dans R* donc X est & valeurs dans N*.
2) Pour tout k€ Non a:
kL LI
-2 -2 “A(k=1)L _ ,—AkL
P(X =k)=P(Y €]k —1;k]) =P(Y €](k—1)L; kL]) = /(k_l)L/\e tdt=[—e t](kq)L =MDl g
Pour k € N, on a donc P(X = k) = (e M)F~1 — (e M)k = (e M)h=1(1 — o) = (e M)F—1(1 — e
Ainsi, X suit une loi géométrique de parametre 1 — e .
3) E[X] car X suit une loi géométrique de paramétre 1 — e~ .

T 1 _e AL

1
E[Y] = 3 car Y suit une loi exponentielle de parametre .

1 1
On cherche donc §’il existe un réel L > 0 tel que ——— = —.
1—e 2 X
1 1

.y SN T N
1—e 2 )
Si A > 1, cette équation n’a pas de solution.

In(1—A
Si A € [0; 1], cette équation admet pour unique solution L = —¥
Correction de I’exercice 7 :
1) f est continue sur | — 0o;0[ et sur ]0; +o00[ comme produit et composée de fonctions continues, donc elle est continue
sur R sauf éventuellement en 0.
Pour tout z €] — 00;0[, f(z) = 0 > 0. Pour tout € [0;+oo[, > 0 et e=*"/2 > 0 donc f(z) > 0. Finalement, pour
tout z € R, f(z) > 0.
0 0 A R —_ —t2/2 A —A?/2
Enfin, ona [~ f(t)dt = [° _0dt =0et VA >0, [;° f(t)dt = [ te dt:[—e ] =1l-e¢ A—>1
0 — 400
donc fj;o f(t) dt converge et vaut 1.
f est donc une fonction de densité, il existe donc une variable aléatoire X telle que f est une densité de X.
2) Pour tout z € R, Fx(z) =P(X <) = [*_ f(t)dt
Siz <0, Fx(z)=["_0dt=0.
Siz>0, Fx(z)= [ 0dt+ [fte /2dt =1 —e /2
3) Fi(z) = f(z) = ze~*"/2 donc Fx est constante sur ] — 00; 0] et strictement croissante sur |0; +o0].
De plus, HIJP Fx(z) = 1. Enfin, f'(z) = e /2 —g2e=%"/2 = ¢=7"/2(1 — 22) donc F%(z) admet un point d’inflexion
enz =1.
ONOIS)
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KHBL TD 11 : Variables a densité (2) 2025-2026

[ f(x)

—2 1

4) Tl faut montrer que fj;o tf(t) dt converge absolument, c’est a dire que fj;; |tf(t)| dt converge.

Or, pour ¢t < 0, tf(t) =0 et pour t > 0, tf(t) = t2e~t"/2 > 0.

A A R
VA>07/ tf(t)dt:/ t2e /2 at
0 0

A 2
:/ txte /24t
0

A
= [t X (fe*tQ/Q)}A +/ e 12 ¢
0

0

A
= / e /24t — Ae=A/2
0

Le deuxiéme terme tend vers 0 lorsque A — +00 par croissance comparée, et le premier terme converge, on reconnait
1 2 +oo 2 A 2T ™
Pintégrale de Gauss : [ —— e~#"/2d¢t = 1 donc e RPAdt= 1= /=
g fo Vor fO 2 2

On a finalement E[X] = g

Montrons que X admet une variance : il faut montrer que fj;o t2f(t)dt = O+°° t2f(t) dt converge.

A A
VA > 0, / t2f(t)dt :/ £2 x (te™t/2)dt
0 0

2 —t2/2 4 4 —t2/2
:{t x (—e )}0—&— 2t x e dt
0

A2 A2, {_2 e—t2/2}j

— _A2 efA2/2 49— 267,42/2

— 2
A—+oco

donc X admet un moment d’ordre 2 et E[X?] = 2.

Finalement, X admet une variance et d’aprés la formule de Koenig-Huygens on a V(X) = E[X?] - E[X]? =2 —
4—
5
5) Soit Fy la fonction de répartition de Y.

il
2
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KHBL TD 11 : Variables a densité (2) 2025-2026

=P(X* <y)
P(—\y<X <\fy) siy>0
:{ 0 siy <0
P(X <yy) siy>0
{ 0 siy <0
P(X <y) siy=0
:{ 0 siy <0

1
On reconnait la fonction de répartition d’une loi exponentielle, donc Y suit une loi exponentielle de parametre A = 3

Correction de ’exercice 8 :
1) > f est continue sur R comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas
> Pour tout z € R, e > 0 et (1+e~%)2 > 0 donc f(z) > 0.
> Pour tous réels A < B on a :

/ABf(t)dt:/AB(lf_et—t)?dt

1 B
N LJFQJA

1 1
1+e B 144

et cette quantité tend vers 1 lorsque A tend vers —oo et B tend vers 4+oo, donc fj:oo f(t)dt converge et vaut 1.

2) Notons F la fonction de répartition de X. On a :
VeeR, F(z)= / f(t)de

A——o0

~ lim /A Ft)dt
1

1
= lim —
As—co \1+e % 14+eA
B 1
C14e®

3) a) ¢ est dérivable (donc continue) sur R comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule
pas sur R. Pour tout réel x on a :

e?(e” +1) — e®(e” —1)
(e +1)2
2e”
(o 12

p(x) =

>0
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KHBL TD 11 : Variables a densité (2) 2025-2026

donc ¢ est strictement croissante sur R. Enfin, lim ¢(x) = —1 et lim ¢(x) = 1. Le théoréme de la bijection
r——00 r——+00

permet donc d’affirmer que ¢ réalise une bijection de R vers | — 1; 1[. De plus, pour tout y €] — 1;1[ et tout z € R
on a :

et —1 B
er+1

p(z) =y = y
e —1=y(e"+1)

— e (l-—y) =y+1

1
— " = -ty
L—y
1
<z =In <+y>
-y
donc la bijection réciproque de ¢ est :
e R
1
Yy — In <+ y)
L—-y
b) On en déduit que pour tout y € R :
1 siy>1

PY <y)=Pp(X) <y) = P(X <9 '(y) siye]- L1

0 sty < -1

or pour tout y €] — 1;1[, on a :

donc finalement :

1 siy>1

donc Y suit la loi uniforme sur [—1;1].
Correction de I’exercice 9 :
1) Notons F la fonction de répartition de X. Pour tout z € R on a :

F(z)=P(X <x)
= P(e¥ <2)

PY <lnz) siz>0

0 siz <0
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¢p(Inz) siz >0

0 siz <0
ol ¢ est la fonction de répartition de la loi N'(m,o?). Comme lirr}J Inz =—ocoet que lim ¢(x) =0 on a bien :
T T——00
> F est continue sur | — co; 0 car constante, continue sur |0; +oo[ par composition de fonctions continues, continue

en 0 car il_% ¢(In(z)) =0

> F est C! sur R sauf éventuellement en 0, car constante sur | — 0o; 0] et composition de fonctions C! sur ]0; +o0].

> lim F(z)=0et lim F(z)=1 par composition car lim Inz = +ocoet lim ¢(z)=1.
T——00 r—+o0 r—+o0 r——+o0

> [ est croissante par composition de fonctions croissantes

On en conclut que F est la fonction de répartition d’une variable & densité, donc X est bien une variable a densité.

2) En notant f la densité de X on a :

1, .
Vo €] — 00; 0[U]0; +o0f, f(z) =  F'(z) = ;‘b (In(z)) siz>0
0 sizx <0

1¢/(In(z)) = L x —\/2170 e~(nz—m)*/20 & 4 5 0

x

0 siz <0

Inx —m

3) Pour tout = > 0, xf(x) = ﬁ e~ (nz—m)?/20% posant le changement de variable u = ——— <= z = %™,
o

dx
onadu=—etdr=ce’"dy et donc :
ox

A (InA—m)/o
1 2 /0 2 1
VA ER,YB >0, / ¢ (Ine=m)7/20% g0 — /
B V27mo a

2
—u®/2 ou+m du

e ge

nB—m)/o 2wo

(InA—m)/o )
/ e—(u —20u))/2) du
a

em
V2T

nB-—m)/o
m (InA—m)/o—0o
= / e~ (57=0")/2 g en posant s =u — o
V2m (InB—m)/o—0

B em+g2/2 (InA—m)/o—0o _52/2 1
= (§] S
Var (In B—m)/o—0

2 > 1 2
et cette expression tend vers e™t? /2/ e /2
oo V2T

On en conclut que X admet une espérance et :

m+02/2

ds=c¢e lorsque B tend vers 0 et A tend vers +oo.

E(X)= emto®/2

Pour tout z > 0, 22f(z) = ——— e~(m#=m)*/20” Jonc en posant le méme changement de variable que précédemment

V2o

on a :

A (InA—m)/o eoutm

—u?/2

ou+m du

e ge

VA €R,VB > 0, /
B

22 f(x)dx = /

(InB—m)/o 2o

2m (InA—m)/o
_ ¢ e—(u2—4au)/2 du

Var (InB—m)/o

2m (In A—m)/o
_° e~ (87=40%)/2 g en posant s = u — 20

B V2m (InB—m)/o
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e2m+20’2 (InA—m)/o

- -(s?)/2¢q — -
= e s en posant s = u — 20
V2m (InB—m)/o

1
V2T

puis d’apres la formule de Koenig-Huygens :

+o00
. 2 2 2

et lorsque A tend vers +o0o et B tend vers 0 cette expression tend vers e2™ 127 / e ¥ /2ds =127 Onen
— 00

déduit que X admet un moment d’ordre 2 et que E(X2) = e?m+20”

V(X) = B(X?) - B(X)?
— e2m+2cr2 _(em+02/2)2

2 2
— e27n+2(7 _e2m+a

r sit<zx

Correction de ’exercice 10 : Soit = € [0,1] un réel fixé. Pour tout ¢t € [0, 1], posons ¢, (t) = max(z,t) = {t .
sit>wx

¢y est une fonction continue a valeurs dans [0, 1].

Si on note f la fonction de densité de U, 'intégrale fj;f | oz ()] f(t) dt converge car f est nulle en dehors de [0, 1]. D’aprés
le théoréme de transfert on a donc :

v € [0,1], ]EQnax(x,U))::jg ou(8) (1) dt

= /01 P (1) dt

x 1
/ xdt—i—/ tdt
0 T

donc

Intéressons-nous a la variable aléatoire V = fol max(z,U) dz.
Pour tout ¢ € [0,1] on a :

me@ﬂm:évwﬂx

t 1
=/ tdx—|—/ rdx
0 t
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1+U% 1+U? 1 ) 5 9 . .
donc V = — — ainsi E(V)=E 5 = 5(1 +E(U?)) et E(U?) = V(U) + E(U)* (d’apres la formule de Koenig-
1 1 1
2y _ + 1 _ 1
Huygens) donc E(U?) = 13 + 1-3

Correction de ’exercice 11 :
1) Pour tout z € R, e ® > 0et (1+e %) > 1 donc (1+e %)% > 1 donc f(z) > 0.
De plus, f est continue sur R comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.
Il reste a vérifier que fj;o f(t)dt converge et vaut 1. Il y a deux impropriété, en —oco et en 400 :

VA <0, /Aof(t)dt:{ ! “r

et

1+e 2 0
1 1
T l4e 4 2

1 1
A too 2 2

1 1
donc fj;o f(t)dt converge et vaut 3 + 3= 1

Finalement, f est une fonction de densité donc il existe une variable aléatoire X telle que f est une densité de X.

2) X admet une espérance si fjooj |tf(t)|dt converge.

t3 eft _t2 eft
Cette intégrale a deux impropriétés, en —oo et en +00. On a At e T e —2 et
te !
Or par croissance comparée \ lim t?e! = 0, donc m =0 (ﬁ) Par comparaison avec une intégrale de
——00 e ——00
Riemann convergente on en conclut que f_Ooo |tf(t)] dt converge.
t3et te~t

A . N 1 .
De méme, en +o0, t3e?t et thin et =0 d’ou (152 . Par comparaison avec
—>+00

_— ~ 5 — = o
(1+e7t)2 totoo (I+e7t)2  totoo
une intégrale de Riemann convergente, I'intégrale f0+ tf(t) converge aussi.

Finalement X admet une espérance. Etudions la parité de f :

ew

Ve eR, f(-z)= m

er x e~ 2

(Ite")2xe 2

—x

f est paire donc t — tf(t) est impaire, donc E[X] = 0.
3) Soit F' la fonction de répartition de In (1UU>
On a

VzeR, F(z)=P (m (1_UU> < x)
@O
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A )
=PU<(1-U)e") car 1-U >0
=PU(1+¢e%) <e®

1 1
= car
14+e® 1+e®

car 1 +e* >0

€]0; 1] et que U suit la loi uniforme sur J0; 1|

On remarque que la fonction de répartition de In <1UU> est la méme que celle de X, donc In (1UU) suit la loi

logistique standard.

Correction de 1’exercice 13 :

1) f est continue sur | — oo; 0], sur [0, 1] et sur ]1; +oo[, donc continue sur R sauf éventuellement en 0 et en 1.

f est positive sur R et fjooj flx)dx = fol 117 dz = c¢In2 donc fi: flx)dr =1+ c= L

f est donc une densité de probabilité si et seulement si ¢ =

In2’
2) Par définition on a pour tout réel x : [z] <z < ||+ 1. Ainsi, 0 <z — |z] < 1. On en déduit que Y est a valeur dans
[0,1].
Ainsi :

— Pour tout réel z < 0, P(Y <) =10
— Pour tout réel z > 1, P(Y < z) =1

Reste & étudier le cas ot z € [0,1[. La famille (|| = k)

keN*
formule des probabilités totales :

S (- (4=

::jP({;(Sk+x}m{k§;(<k+1}>

ez hzins)

:jp(kix SXSIIC)

(o) (1 2))

:cf(ln(kﬂ)—ln(k))—cfln(k+x+1)—1n(k+x)
k=1 k=1

=cln(1 + z)

On reconnait la fonction de répartition de X donc Y suit la méme loi que X.

est un systeme complet d’événements donc d’apres la

car (X >0)=1

par sommes téléscopiques

QOB
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